
概率论:Week 11

1 分布

性质 (测度的性质). 设 (Ω, F , 𝜈)是一个测度空间.

1. (单调性). 如果 𝐴 ⊂ 𝐵,那么 𝜈(𝐴) ⩽ 𝜈(𝐵).

2. (次可加性). 对于任意序列 𝐴1, 𝐴2, . . .,

𝜈

(
∞⋃
𝑖=1

𝐴𝑖

)
⩽
∞∑︁
𝑖=1

𝜈 (𝐴𝑖) .

3. (连续性). 如果 𝐴1 ⊂ 𝐴2 ⊂ 𝐴3 ⊂ · · · (或者 𝐴1 ⊃ 𝐴2 ⊃ 𝐴3 ⊃ · · · 且 𝜈 (𝐴1) < ∞),那么

𝜈

(
lim
𝑛→∞

𝐴𝑛

)
= lim

𝑛→∞
𝜈 (𝐴𝑛) ,

其中

lim
𝑛→∞

𝐴𝑛 =

∞⋃
𝑖=1

𝐴𝑖

(
或 =

∞⋂
𝑖=1

𝐴𝑖

)
.

设𝑃是一个概率测度, 𝑃的累积分布函数定义为:

𝐹 (𝑥) = 𝑃((−∞, 𝑥]), 𝑥 ∈ R

1. 设 𝐹 是 R上的一个 c.d.f.,那么

(a) 𝐹 (−∞) = lim
𝑥→−∞

𝐹 (𝑥) = 0;

(b) 𝐹 (∞) = lim
𝑥→∞

𝐹 (𝑥) = 1;

(c) 𝐹 是非降的,即若 𝑥 ⩽ 𝑦则 𝐹 (𝑥) ⩽ 𝐹 (𝑦);

(d) 𝐹 是右连续的,即 lim
𝑦→𝑥,𝑦>𝑥

𝐹 (𝑦) = 𝐹 (𝑥).

2. 假设 R上的实值函数 𝐹 满足上述的四个条件,那么 𝐹 是 (R,B(R))上唯一的概率测度的 c.d.f.

注记 (对应关系). 概率的基本性质和分布函数的基本性质对应.

定义 (随机变量). 从可测空间(Ω,F )到可测空间(R,B(R))上的可测映射𝑋被称为随机变量.即𝑋−1(𝐵) ∈
F ,∀𝐵 ∈ B(R),或记为𝑋−1(B(R)) ⊂ F . 𝑋−1(B(R))是使随机变量𝑋可测的最小𝜎代数.

之前,我们说明了随机变量怎么产生一个分布函数(distribution function). 并说明了分布函数满
足的一些条件: 单调非增,规范性,右连左极(书上是左连右极).
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注记 (c.a.d.l.a.g.). a càdlàg (French: "continue à droite, limite à gauche"), RCLL ("right continuous with
left limits"), or corlol ("continuous on (the) right, limit on (the) left") function is a function defined on the
real numbers (or a subset of them) that is everywhere right-continuous and has left limits everywhere.

例 1 (实轴上的测度). (R,B(R))上的测度可以由一个Stirltjes测度函数𝐹定义, Stirltjes测度函数𝐹是
指

1. 𝐹是单调非增的

2. 𝐹是右连续的.

我们不加证明的给出以下的结论:
存在唯一的一个(R,B(R))上的测度𝜇满足𝜇((𝑎, 𝑏]) = 𝐹 (𝑏) − 𝐹 (𝑎).
当𝐹 (𝑥) = 𝑥时,得到的测度𝜇是Lebesgue测度.

现在我们反过来说: 满足上述三个条件,一定可以定义一个分布函数.

定理. 如果函数(右连左极)𝐹满足单调非增,规范性,右连左极,则函数𝐹是某个随机变量𝑋的分布函
数.

证明. 令Ω = (0, 1), F是上面的Borel集, 即F = B(R) ∩ (0, 1). 令𝑃是一个Lebesgue测度(直线上的
长度). 若𝜔 ∈ (0, 1),定义

𝑋 (𝜔) = sup{𝑦 : 𝐹 (𝑦) < 𝜔}

只需证

{𝜔 : 𝑋 (𝜔) ≤ 𝑥} = {𝜔 : 𝜔 ≤ 𝐹 (𝑥)}

因为𝑃(𝜔 : 𝜔 ≤ 𝐹 (𝑥)) = 𝐹 (𝑥).
事实上,一方面,若𝜔 ∈ {𝜔 : 𝜔 ≤ 𝐹 (𝑥)},即𝜔 ≤ 𝐹 (𝑥),则有𝑋 (𝜔) ≤ 𝑥. 因为

𝑋 (𝜔) = sup{𝑦 : 𝐹 (𝑦) < 𝜔}

≤ sup{𝑦 : 𝐹 (𝑦) < 𝐹 (𝑥)}

= 𝑥

另一方面,由于𝑋 (𝜔) ≤ 𝑥,即sup{𝑦 : 𝐹 (𝑦) < 𝜔} ≤ 𝑥 = sup{𝑦 : 𝐹 (𝑦) < 𝐹 (𝑥)},根据𝐹是右连左极
的,因此𝜔 ≤ 𝐹 (𝑥).

□
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注记 (分布函数的逆). 书上直接定义

𝐹−1(𝑦) = inf{𝑥 : 𝐹 (𝑥) > 𝑦}

在0 < 𝑦 < 1时,
𝐹−1(𝐹 (𝑦0)) = inf{𝑥 : 𝐹 (𝑥) > 𝐹 (𝑦0) = 𝐹 (𝑦0 − 0)}

若𝐹 (𝑦0) = 𝐹 (𝑦0+),则𝐹−1(𝐹 (𝑦0)) = 𝑦0;若𝐹 (𝑦0) < 𝐹 (𝑦0+),则𝐹−1(𝐹 (𝑦0)) ≥ 𝑦0. 上述逆也被称为“右
连续逆”(right-continuous(RC) inverse),也被记为𝐹→.

若是右连左极的,只需要把严格不等号改为不严格的.

𝐹−1(𝑦) = inf{𝑥 : 𝑦 ≤ 𝐹 (𝑥)}.

上述逆也被称为“左连续逆”(left-continuous(LC) inverse),也被记为𝐹←.

注记 (两种证明方法的等价性). 定义sup{∅} = 0,则

inf{𝑥 : 𝐹 (𝑥) > 𝑠} = sup{𝑥 : 𝐹 (𝑥) ≤ 𝑠} inf{𝑥 : 𝐹 (𝑥) ≥ 𝑠} = sup{𝑥 : 𝐹 (𝑥) < 𝑠}

记𝐴 = inf{𝑥 : 𝐹 (𝑥) > 𝑠},则当𝐹 (𝑥) > 𝑠, 𝑥 ≥ 𝐴, ∀𝜖, ∃𝑥𝜖 , 𝐴 < 𝑥 + 𝜖 ,把𝜖移项即由定义可得.

如果𝑋和𝑌能推出相同的分布𝜇在(R,B(R))上,则称𝑋和𝑌是“依分布相等”(equal in distribution)的.
根据测度的生成,依分布相等等价于𝑃(𝑋 ≤ 𝑥) = 𝑃(𝑌 ≤ 𝑥),∀𝑥. 记之为

𝑋 =𝑑 𝑌

例 2 (正态分布尾概率界的估计). 对于任意的𝑥 > 0,有

(𝑥−1 − 𝑥−3) exp(−𝑥2/2) ≤
∫ ∞

𝑥

exp(−𝑦2/2)𝑑𝑦 ≤ 𝑥−1 exp(−𝑥2/2)

证明. 对于上界,写𝑦 = 𝑥 + 𝑧,有∫ ∞

𝑥

exp(−𝑦2/2)𝑑𝑦 =
∫ ∞

𝑥

exp(−(𝑥 + 𝑧)2/2)𝑑𝑧

=

∫ ∞

𝑥

exp(−𝑥2/2 − 𝑥𝑧 − 𝑧2/2)𝑑𝑧

= exp(−𝑥2/2)
∫ ∞

0
exp(−𝑥𝑧)𝑑𝑧 = 𝑥−1 exp(−𝑥2/2)

对于下界,由于 ∫ ∞

𝑥

(1 − 3𝑦−4) exp(−𝑦2/2)𝑑𝑦 = (𝑥−1 − 𝑥−3) exp(−𝑥2/2)

即得. □

例 3 (练习:正态分布的尾概率). 用上述的上下界估计𝑃(𝑁 (0, 1) > 4).
1 > x=4

2 > {(1-pnorm(x))*sqrt(2*pi)}

3 [1] 7.938803e-05

4 > {x^(-1) * exp(-(x^2)/2)}

5 [1] 8.386566e-05

6 > {(x^(-1) - x^(-3) ) * exp(-(x^2)/2)}

7 [1] 7.862405e-05
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2 随机变量

在上一节,我们介绍了一些具体的随机变量.在这一节,我们将梳理一些随机变量的具体性质.

定理. 若{𝜔 : 𝑋 (𝜔) ∈ 𝐴} ∈ F ,∀𝐴 ∈ A,且S = 𝜎(A). 则𝑋是可测的.

证明. 简写{𝜔 : 𝑋 (𝜔) ∈ 𝐴}为{𝑋 ∈ 𝐵},则有

{𝑋 ∈ ∪𝑖𝐵𝑖} = ∪𝑖{𝑋 ∈ 𝐵𝑖}

{𝑋 ∈ 𝐵𝑐} = {𝑋 ∈ 𝐵}𝑐

于是集合系B = {𝐵 : {𝑋 ∈ 𝐵} ∈ F }是一个𝜎域, B ⊃ A,S = 𝜎(A),从而B ⊃ S □

上述结论表明了,如果S是一个𝜎域,则{{𝑋 ∈ 𝐵} : 𝐵 ∈ S}也是一个Ω上的𝜎域,它是𝜔上最小的
保证𝑋可测的结构,也称它是“由随机变量𝑋生成的𝜎域”.

𝜎(𝑋) = {{𝑋 ∈ 𝐵} : 𝐵 ∈ S}

例 4 (随机变量的证明). 假设𝑋和𝑌是定义在概率空间(Ω,F , 𝑃),当𝐴 ∈ F上的随机变量.定义𝑍 (𝜔),
对于𝜔 ∈ 𝐴时, 𝑍 (𝜔) = 𝑋 (𝜔),对于𝜔 ∈ 𝐴𝑐时, 𝑍 (𝜔) = 𝑌 (𝜔),证明𝑍是一个随机变量.

证明.
𝑍−1(𝐵) = [𝑍−1(𝐵) ∩ 𝐴] ∪ [𝑍−1(𝐵) ∩ 𝐴𝑐]

= [𝑋−1(𝐵) ∩ 𝐴] ∪ [𝑌 −1(𝐵) ∩ 𝐴𝑐]

∈ B(R)
□

例 5. 证明: 分布函数只有至多可列的间断点.
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证明. 设𝐴是分布函数𝐹的不连续点构成的集合, 则∀𝑥 < 𝑦 ∈ 𝐴, 𝐹 (𝑥−) < 𝐹 (𝑥), 𝐹 (𝑦−) < 𝐹 (𝑦),特别
的,我们取𝑦−充分靠近𝑦,即𝑥 < 𝑦−. 根据单调非降,有

𝐹 (𝑥−) < 𝐹 (𝑥) ≤ 𝐹 (𝑦−) < 𝐹 (𝑦)

再根据有理数的稠密性, ∃𝑞𝑦 ∈ (𝐹 (𝑦−), 𝐹 (𝑦)). 对每一个𝐴中的元素重复上述操作. 定义𝜙 : 𝐴 →
Q, 𝑥 ↦→ 𝜙(𝑥) = 𝑞𝑥 ,则𝜙是一个到有理数上的单射,因此|𝐴| ≤ ℵ0,从而间断点至多可列.

□

例 6 (正变换法). 之前我们介绍分布函数定义随机变量的方法,链接起了均匀分布和一般分布函数
之间的关系,现在我们要说明: 随机变量有统一的方法变换为(0,1)上的均匀分布. 即取𝑌 = 𝐹 (𝑋). 我
们对𝐹是连续函数的情况加以证明. 根据分布函数的连续性,我们有

{𝐹−1(𝐹 (𝑋)) ≤ 𝐹−1(𝑦)} = {𝑋 ≤ 𝐹−1(𝑦)}

因此
𝑃(𝐹 (𝑋) ≤ 𝑦) = 𝑃(𝐹−1(𝐹 (𝑋)) ≤ 𝐹−1(𝑦))

= 𝑃(𝑋 ≤ 𝐹−1(𝑦))

= 𝐹 (𝐹−1(𝑦))

= 𝑦

对于𝑦 = 0, 𝑃(𝐹 (𝑋) ≤ 0) = lim
𝑛
𝑃(𝐹 (𝑋) ≤ 1

𝑛
) = lim

𝑛

1
𝑛
= 0. 对于𝑦 = 1, 𝑃(𝐹 (𝑋) ≤ 1) = lim

𝑛
𝑃(𝐹 (𝑋) ≤

1 − 1
𝑛
) = lim

𝑛
1 − 1

𝑛
= 1.

定理 (随机变量的可测变换还是随机变量). 若𝑋 : (Ω, F ) → (𝑆,S)和 𝑓 : (𝑆,S) → (𝑇,T)是两个可
测映射,那么 𝑓 (𝑋)是(Ω, F )

′

𝑡𝑜 (𝑇,T)(Ω, F )到(𝑇,T)的可测映射.

证明. 取𝐵 ∈ T .{𝜔 : 𝑓 (𝑋 (𝜔)) ∈ 𝐵} = {𝜔 : 𝑋 (𝜔)
−1
inf (𝐵)} ∈ F ,根据 𝑓的可测性: 𝑓 −1(𝐵) ∈ S. □

3 随机变量独立性

注记 (A history of the symbol). Graham, Knuth, and Patashnik proposed using ⊥ for relatively prime
numbers in their book Concrete Mathematics, at least by the second edition (1994).

Philip Dawid proposed a similar symbol ⫫ for (conditionally) independent random variables in 1979.

目前教材中共提到过四种独立性,在此加以梳理

1. 事件的独立性

2. 随机变量的独立性

3. 随机向量的独立性

4. 试验的独立性

定义 (事件的独立性). 若两事件满足 𝑃(𝐴𝐵) = 𝑃(𝐴)𝑃(𝐵)则称两事件𝐴, 𝐵独立.
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定义 (随机变量的独立性). 两个随机变量 𝑋,𝑌 相互独立是指对于直线上任意两个Borel点集 𝐴, 𝐵 ,
𝑃(𝑋 ∈ 𝐴, 𝑋 ∈ 𝐵) = 𝑃(𝑋 ∈ 𝐴)𝑃(𝑋 ∈ 𝐵). 即事件{𝑋 ∈ 𝐴}和{𝑋 ∈ 𝐵}是独立的事件.

注记. 由于𝐴, 𝐵是任意两个Borel点集,因此可以这样通俗理解: 随机变量的独立性是指由他们生成
的所有的事件都独立.

注记. 𝑃(𝐴) = 𝑃(𝐼𝐴 = 1), 事件独立也可以写成这种随机变量的形式, 显然𝐼𝐴, 𝐼𝐵独立则事件𝐴, 𝐵独
立,反过来由事件独立性能推对立事件的独立性,从而𝐼𝐴, 𝐼𝐵独立.

书上直接给出多元的情况,

定义 (随机变量的独立性*). 设 𝜉1, · · · , 𝜉𝑛 为 𝑛个随机变量,若对于任意的 𝑥1, · · · , 𝑥𝑛 成立

𝑃 {𝜉1 < 𝑥1, · · · , 𝜉𝑛 < 𝑥𝑛} = 𝑃 {𝜉1 < 𝑥1} · · · 𝑃 {𝜉𝑛 < 𝑥𝑛}

则称 𝜉1, · · · , 𝜉𝑛 是相互独立的. 若 𝜉𝑖 的分布函数为 𝐹𝑖 (𝑥), 𝑖 = 1, 2, · · · , 𝑛, 它们的联合分布函数为
𝐹 (𝑥1, · · · , 𝑥𝑛),则随机变量的独立性等价于对一切 𝑥1, · · · , 𝑥𝑛 成立

𝐹 (𝑥1, · · · , 𝑥𝑛) = 𝐹1 (𝑥1) · · · 𝐹𝑛 (𝑥𝑛)

在离散和连续的情况下又分别等价于概率质量的乘积,概率密度的乘积.
最后教材给出随机变量(向量)函数的独立性,

定理. 若 𝜉1, · · · , 𝜉𝑛 是相互独立的随机变量, 则 𝑓1 (𝜉1) , · · · , 𝑓𝑛 (𝜉𝑛) 也是相互独立的,这里 𝑓𝑖 (𝑖 =

1, · · · , 𝑛)是任意的一元Borel函数.

证明. 对任意的一维Borel点集 𝐴1, · · · , 𝐴𝑛 有

𝑃 { 𝑓1 (𝜉1) ∈ 𝐴1, · · · , 𝑓𝑛 (𝜉𝑛) ∈ 𝐴𝑛}

=𝑃
{
𝜉1 ∈ 𝑓 −1

1 (𝐴1) , · · · , 𝜉𝑛 ∈ 𝑓 −1
𝑛 (𝐴𝑛)

}
=𝑃

{
𝜉1 ∈ 𝑓 −1

1 (𝐴1)
}
· · · 𝑃

{
𝜉𝑛 ∈ 𝑓 −1

𝑛 (𝐴𝑛)
}

=𝑃 { 𝑓1 (𝜉1) ∈ 𝐴1} · · · 𝑃 { 𝑓𝑛 (𝜉𝑛) ∈ 𝐴𝑛}

□

4 随机变量函数的分布

4.1 卷积公式

首先说明离散卷积公式若𝑍 = 𝑋 +𝑌 可取 0, 1, 2, · · · 所有非负整数. 而事件 {𝑍 = 𝑘}是如下不相
容事件

{𝑋 = 𝑖, 𝑌 = 𝑘 − 𝑖}, 𝑖 = 0, 1, · · · , 𝑘

的并,再考虑到独立性,则对任意非负整数 𝑘 ,有

𝑃(𝑍 = 𝑘) =
𝑘∑︁
𝑖=0

𝑃(𝑋 = 𝑖)𝑃(𝑌 = 𝑘 − 𝑖).
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这个概率等式被称为离散卷积公式.
在连续场合下,若𝜉1, 𝜉2相互独立,则𝜂 = 𝜉1 + 𝜉2的密度函数为

𝑞(𝑦) =
∫ ∞

−∞
𝑝1(𝑢)𝑝2(𝑦 − 𝑢)𝑑𝑢 =

∫ ∞

−∞
𝑝1(𝑦 − 𝑢)𝑝2(𝑢)𝑑𝑢

离散型应用: 𝑝相同情况下的二项分布,不同参数的Poisson分布的可加性. 即:

𝑃𝑜𝑖(𝜆1) ∗ 𝑃𝑜𝑖(𝜆2) = 𝑃𝑜𝑖(𝜆1 + 𝜆2)

𝑏(𝑛1, 𝑝) ∗ · · · ∗ 𝑏(𝑛𝑘 , 𝑝) = 𝑏(
𝑘∑︁
𝑖=1

𝑛𝑖, 𝑝)

注记. 两Poisson随机变量差𝐾 = 𝑁1 − 𝑁2的分布不再是Poisson分布,而是Skellam分布,其形式为

𝑝(𝑘; 𝜇1, 𝜇2) = Pr{𝐾 = 𝑘} = 𝑒−(𝜇1+𝜇2 )
(
𝜇1

𝜇2

) 𝑘/2
𝐼𝑘 (2
√
𝜇1𝜇2)

其中𝜇1, 𝜇2为Poisson分布的参数.

连续型应用: 正态分布的可加性,

𝑋1 ∼ 𝑁 (𝜇1, 𝜎
2
1 ), 𝑋2 ∼ 𝑁 (𝜇2, 𝜎

2
2 ) ⇒ 𝑋1 + 𝑋2 ∼ 𝑁 (𝜇1 + 𝜇2, 𝜎

2
1 + 𝜎2

2 )

Γ分布的可加性,

𝑋1 ∼ Γ(𝛼1, 𝛽), 𝑋2 ∼ Γ(𝛼2, 𝛽) ⇒ 𝑋1 + 𝑋2 ∼ Γ(𝛼1 + 𝛼2, 𝛽)

特别的, 𝜒2分布是Γ分布,也具有可加性,参数相同的指数分布加起来是Γ分布.

注记 (Γ分布的两种形式: shape form, scale form). 根据第二个参数的不同写法有以下的两种形式:

• 尺度形式:

𝑓 (𝑥) =


1

Γ(𝑎)𝛽𝑎 𝑥
𝑎−1 e−𝑥/𝛽, 0 < 𝑥 < ∞

0, 其他

• 速率形式:

𝑓 (𝑥) =


𝛽𝛼

Γ(𝛼) 𝑥
𝛼−1𝑒−𝛽𝑥 , 0 < 𝑥 < ∞

0, 其他

写成这两种情况的原因我们可以通过一个参数为𝜆的Poisson过程的例子说明: 我们假定拥有
泊松过程的假设特别地，设随机变量𝑊 表示所需获得的𝑘 个事件(可能死亡)发生的时间，其中𝑘是
固定的正整数. 于是，W的 cdf为

𝐺 (𝑤) = 𝑃(𝑊 ⩽ 𝑤) = 1 − 𝑃(𝑊 > 𝑤)

根据Poisson分布,我们可以写出

𝑃(𝑊 > 𝑤) =
𝑘−1∑︁
𝑥=0

𝑃(𝑋 = 𝑥) =
𝑘−1∑︁
𝑥=0

(𝜆𝑤)𝑥e−𝜆𝑤
𝑥!
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于是𝜆是到达的速率,
1
𝜆
是等待时间.

不加证明的给出下面的概率等式,∫ ∞

𝜆𝑤

𝑧𝑘−1e−𝑧

(𝑘 − 1)!d𝑧 =
𝑘−1∑︁
𝑥=0

(𝜆𝑥)𝑥 e−𝜆𝑤

𝑥!

则

𝐺 (𝑤) = 1 −
∫ ∞

𝜆𝑤

𝑧𝑘−1e−𝑧

Γ(𝑘) d𝑧 =
∫ 𝜆𝑤

0

𝑧𝑘−1e−𝑧

Γ(𝑘) d𝑧

这对于 𝑤 ⩽ 0, 𝐺 (𝑤) = 0也成立.若我们通过令 𝑧=𝜆y定义𝐺 (𝑤)对积分中的积分变量进行变量变换,则

𝐺 (𝑤) =
∫ 𝑤

0

𝜆𝑘𝑦𝑘−1e−𝜆𝑦

Γ(𝑘) d𝑦, 𝑤 > 0

因此pdf为:

𝑔(𝑤) = 𝐺 ′ (𝑤) =


𝜆𝑘𝑤𝑘−1e−𝜆𝑤

Γ(𝑘) , 0 < 𝑤 < ∞

0, 其他

因此尺度形式刻画的是等待间隔,速率形式刻画的是发生强度.

定理 (卷积定理). 假设𝑋,𝑌是两个独立的随机变量, 𝐹, 𝐺为其对应的累计分布函数,则

𝑃(𝑋 + 𝑌 ≤ 𝑧) =
∫

𝐹 (𝑧 − 𝑦)𝑑𝐺 (𝑦).

其中𝑑𝐺 (𝑦)表示“使用分布函数𝐺的,关于测度𝜈的积分”.

𝑃(𝑋 + 𝑌 ≤ 𝑧) =
∫ ∫

1(𝑥+𝑦≤𝑧)𝜇(𝑑𝑥)𝜈(𝑑𝑦)

=

∫
𝐹 (𝑧 − 𝑦)𝜈(𝑑𝑦) =

∫
𝐹 (𝑧 − 𝑦)𝑑𝐺 (𝑦)

4.2 顺序统计量

极值的分布首先求极大值 𝜉∗𝑛 的分布函数,

𝑃
{
𝜉∗𝑛 < 𝑥

}
= 𝑃 {max (𝜉1, 𝜉2, · · · , 𝜉𝑛) < 𝑥;

= 𝑃 {𝜉1 < 𝑥, 𝜉2 < 𝑥, · · · , 𝜉𝑛 < 𝑥}

= 𝑃 {𝜉1 < 𝑥} · 𝑃 {𝜉2 < 𝑥} · · · 𝑃 {𝜉𝑛 < 𝑥}

= [𝐹 (𝑥)]𝑛

其次求极小值 𝜉∗1 的分布函数,注意到

𝑃
{
𝜉∗1 ⩾ 𝑥

}
= 𝑃 {min (𝜉1, 𝜉2, · · · , 𝜉𝑛) ⩾ 𝑥}

= 𝑃 {𝜉1 ⩾ 𝑥, 𝜉2 ⩾ 𝑥, · · · , 𝜉𝑛 ⩾ 𝑥}

= 𝑃 {𝜉1 ⩾ 𝑥} 𝑃 {𝜉2 ⩾ 𝑥} · · · 𝑃 {𝜉𝑛 ⩾ 𝑥}

= [1 − 𝐹 (𝑥)]𝑛

顺序统计量方法采用概率元的方法(习题46).
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样本中观测值落于 (−∞, 𝑥] 内的概率为 𝐹 (𝑥), 落人区间 (𝑥, 𝑥 + Δ𝑥] 内的概率为 𝐹 (𝑥, 𝑥 + Δ𝑥)−
𝐹 (𝑥),落人区间 (𝑥 + Δ𝑥,∞) 内的概率为 1 − 𝐹 (𝑥, 𝑥 + Δ𝑥). 将 𝑛个观测值分成这样的 3组,则其总的
分法共有

𝑛!
(𝑘 − 1)!1!(𝑛 − 𝑘)! 种.于是,由多项分布可得:

𝐹𝑘 (𝑥 + Δ𝑥) − 𝐹𝑘 (𝑥) ≈
𝑛!

(𝑘 − 1)!(𝑛 − 𝑘)!𝐹 (𝑥)
𝑘−1(𝐹 (𝑥 + Δ𝑥) − 𝐹 (𝑥)) (1 − 𝐹 (𝑥 + Δ𝑥))𝑛−𝑘 .

对两边除以 Δ𝑥,并令 Δ𝑥 → 0,即有:

𝑓𝑘 (𝑥) = lim
Δ𝑥

𝐹𝑘 (𝑥 + Δ𝑥) − 𝐹𝑘 (𝑥)
Δ𝑥

=
𝑛!

(𝑘 − 1)!(𝑛 − 𝑘)!𝐹 (𝑥)
𝑘−1 𝑓 (𝑥) (1 − 𝐹 (𝑥))𝑛−𝑘 .

联合 {
𝑉 = 𝑥 ( 𝑗 ) − 𝑥 (𝑖)
𝑧 = 𝑥 (𝑖)

⇒
𝑥 (𝑖) = 𝑧

𝑥𝑖 𝑗 = 𝑣 + 𝑧
⇒

{
𝑥 = 𝑧

𝑥 = 𝑣 + 𝑧

4.3 变量变换方法

设二维随机变量 (𝑋,𝑌 ) 的联合密度函数为 𝑝(𝑥, 𝑦),如果函数{
𝑢 = 𝑔1(𝑥, 𝑦),
𝑣 = 𝑔2(𝑥, 𝑦)

有连续偏导数,且存在唯一的反函数 {
𝑥 = 𝑥(𝑢, 𝑣),
𝑦 = 𝑦(𝑢, 𝑣),

由反函数存在定理,其变换的雅可比行列式

𝐽 =
𝜕 (𝑥, 𝑦)
𝜕 (𝑢, 𝑣) =

�������
𝜕𝑥

𝜕𝑢

𝜕𝑥

𝜕𝑣
𝜕𝑦

𝜕𝑢

𝜕𝑦

𝜕𝑣

������� =
(
𝜕 (𝑢, 𝑣)
𝜕 (𝑥, 𝑦)

)−1

=

�������
𝜕𝑢

𝜕𝑥

𝜕𝑢

𝜕𝑦
𝜕𝑣

𝜕𝑥

𝜕𝑣

𝜕𝑦

�������
−1

≠ 0.

若 {
𝑈 = 𝑔1(𝑋,𝑌 ),
𝑉 = 𝑔2(𝑋,𝑌 ),

则 (𝑈,𝑉) 的联合密度函数为
𝑝(𝑢, 𝑣) = 𝑝(𝑥(𝑢, 𝑣), 𝑦(𝑢, 𝑣)) |𝐽 |

教材上给出高维的例子,如果对 𝑦𝑖 = 𝑔𝑖 (𝑥1, · · · , 𝑥𝑛) , 𝑖 = 1, 2, · · · , 𝑛,存在唯一的反函数 𝑥𝑖 (𝑦1, · · · , 𝑦𝑛) =
𝑥𝑖 (𝑖 = 1, · · · , 𝑛),而且 (𝜂1, · · · , 𝜂𝑛)的密度函数为 𝑞 (𝑦1, · · · , 𝑦𝑛)，那么

𝐺 (𝑦1, · · · , 𝑦𝑛) =
∫
𝑢1<𝑦1· · ·
𝑢𝑛<𝑦𝑛

· · ·
∫

𝑞 (𝑢1, · · · , 𝑢𝑛) d𝑢1 · · · d𝑢𝑛

可知

𝑞 (𝑦1, · · · , 𝑦𝑛)

=

{
𝑝 (𝑥1 (𝑦1, · · · , 𝑦𝑛) , · · · , 𝑥𝑛 (𝑦1, · · · , 𝑦𝑛)) |𝐽 | 若 (𝑦1, · · · , 𝑦𝑛) 属于 𝑔1, · · · , 𝑔𝑛 的值域

0, 其他
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其中 𝐽 为坐标变换的雅可比行列式

𝐽 =

����������
𝜕𝑥1

𝜕𝑦1
· · · 𝜕𝑥1

𝜕𝑦𝑛
...

...

𝜕𝑥𝑛

𝜕𝑦1
· · · 𝜕𝑥𝑛

𝜕𝑦𝑛

����������
这里,我们假定上述偏导数存在而且连续.

4.4 增补变量法

增补变量法实质上是变量变换法的一种应用: 为了求出二维连续随机㐍量 (𝑋,𝑌 ) 的函数 𝑈 =

𝑔(𝑋,𝑌 ) 的密度函数,增补一个新的随机变量 𝑉 = ℎ(𝑋,𝑌 ),一般令 𝑉 = 𝑋 或 𝑉 = 𝑌 . 先用变量变换法
求出 (𝑈,𝑉)的联合密度函数 𝑝(𝑢, 𝑣),再对 𝑝(𝑢, 𝑣)关于 𝑣积分,从而得出关于𝑈的边际密度函数. 设
随机变量 𝑋 与 𝑌 相互独立,其密度函数分别为 𝑝𝑋 (𝑥) 和 𝑝𝑌 (𝑦). 则𝑈 = 𝑋𝑌 的密度函数为

𝑝𝑈 (𝑢) =
∫ ∞

−∞
𝑝𝑋

(𝑢
𝑣

)
𝑝𝑌 (𝑣)

1
|𝑣 | d𝑣.

证明记 𝑉 = 𝑌 ,则

{
𝑢 = 𝑥𝑦,

𝑣 = 𝑦
的反函数为


𝑥 =

𝑢

𝑣
,

𝑦 = 𝑣,
雅可比行列式为

𝐽 =

������
1
𝑣
− 𝑢
𝑣2

0 1

������ = 1
𝑣
,

所以 (𝑈,𝑉) 的联合密度函数为

𝑝(𝑢, 𝑣) = 𝑝𝑋
(𝑢
𝑣

)
· 𝑝𝑌 (𝑣) |𝐽 | = 𝑝𝑋

(𝑢
𝑣

)
𝑝𝑌 (𝑣)

1
|𝑣 | .

对 𝑝(𝑢, 𝑣) 关于 𝑣积分,就可得𝑈 = 𝑋𝑌 的密度函数为

𝑝𝑈 (𝑢) =
∫ ∞

−∞
𝑝𝑋

(𝑢
𝑣

)
𝑝𝑌 (𝑣)

1
|𝑣 | d𝑣.
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