
回归分析:最小二乘统计推断

学业辅导中心

注记. 上一节中为什么要求𝑋列满秩即可? 这是因为𝐴𝑋 = 0与𝐴⊤𝐴𝑋 = 0同解. 有𝑟 (𝑋) = 𝑟 (𝑋⊤𝑋) =
𝑝. 线性方程组同解用高等代数的方法证明即可.

注记. 这个笔记中不区分𝑝和𝑝 + 1,即有时考虑截距项,有时不考虑,这导致了记号混用,学习时对照
应加以区分.

最小二乘估计只是一个方法, 不需要任何假设, 但如果研究最小二乘估计量有什么性质, 则需
要一定的假设. 我们想要知道:

1. 最小二乘估计的点估计,方差估计,为什么我们选用最小二乘法?

2. 最小二乘估计有什么统计性质，如何做统计推断

研究第一个问题用Gauss-Markov model,研究第二个问题用Normal linear model.

1 Gauss-Markov模型

定义 (Gauss-Markov model).
𝑌 = 𝑋𝛽 + 𝜀

其中,设计矩阵𝑋是固定的且有线性无关的列向量,而且随机误差项𝜀满足

𝐸 (𝜀) = 0 𝑉𝑎𝑟 (𝜀) = 𝜎2𝐼𝑛

其中𝛽, 𝜎2是未知常数.

1. 没有这些随机性假定(stochastic assumptions),无法讨论期望,方差,分布等等;

2. 统计中一般假设𝑋是固定的,计量经济中假设𝑋随机,两者理论是等价的,因为一旦条件在𝑋上

就相当于固定𝑋;

3. 不要求𝜀是normal distribution;

4. Gauss-Markov假定限制了线性性质和同方差性(Homoskedasticity)

𝐸 (𝑌 ) = 𝑋𝛽 𝑐𝑜𝑣(𝑌 ) = 𝜎2𝐼𝑛
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1.1 OLS估计的均值和方差

• 𝐸 (𝛽) = 𝛽

• cov(𝛽) = 𝜎2(𝑋T𝑋)−1.

证明. •
𝐸 (𝛽) = 𝐸

{
(𝑋𝑇𝑋)−1𝑋𝑇𝑌

}
= (𝑋𝑇𝑋)−1𝑋𝑇𝐸 (𝑌 ) = (𝑋𝑇𝑋)−1𝑋𝑇𝑋𝛽 = 𝛽.

•
cov(𝛽) = cov

{
(𝑋T𝑋)−1𝑋T𝑌

}
= (𝑋T𝑋)−1𝑋Tcov(𝑌 )𝑋 (𝑋T𝑋)−1

= 𝜎2(𝑋T𝑋)−1𝑋T𝑋 (𝑋T𝑋)−1

= 𝜎2(𝑋T𝑋)−1.

□

推论. 1. E(𝑐𝑇 𝜷̂) = 𝔠𝑇𝜷.

2. cov(𝑐⊤ 𝜷̂) = 𝜎2𝑐⊤(𝑋⊤𝑋)−1𝑐.

注记. 在课上我们使用的记号是:

1. SST: Sum of Squares Total

2. SSR: Sum of Squares Regression

3. SSE: Sum of Squares Error

有时, SSE也被称为RSS(residual sum of squares). 以后可能出现记号混用.

性质.

𝐸

(
𝑌

𝜀

)
=

(
𝑋𝛽

0

)
cov

(
𝑌

𝜀

)
= 𝜎2

(
𝐻 0𝑛×𝑛

0𝑛×𝑛 𝐼𝑛 − 𝐻

)
注记. 上述性质表明𝑌和𝜀是不相关的.

证明. 由于 (
𝑌

𝜀

)
=

(
𝐻𝑌

(𝐼𝑛 − 𝐻)𝑌

)
=

(
𝐻

𝐼𝑛 − 𝐻

)
𝑌

从而

𝐸

(
𝑌

𝜀

)
=

(
𝐻

𝐼𝑛 − 𝐻

)
𝐸 (𝑌 )

=

(
𝐻

𝐼𝑛 − 𝐻

)
𝑋𝛽 =

(
𝐻𝑋𝛽

(𝐼𝑛 − 𝐻)𝑋𝛽

)
=

(
𝑋𝛽

0

)
且有 □
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注意: 虽然原始的随机项彼此是不相关的,但是我们看到𝑦̂𝑖, 𝑦̂ 𝑗不是独立的, 𝜖𝑖, 𝜖 𝑗不是独立的,因
为

cov( 𝑦̂𝑖, 𝑦̂ 𝑗) = 𝜎2ℎ𝑖 𝑗 , cov(𝜀𝑖, 𝜀 𝑗) = 𝜎2(𝛿𝑖 𝑗 − ℎ𝑖 𝑗)

我们可以看到,协方差矩阵与𝜎2有关,因此我们要估计它.

1.2 方差估计

𝜎2是𝜀的方差,一个直观的想法是用𝜀估计方差,由于𝐸 (𝜀2
𝑖 ) = 𝑉𝑎𝑟 (𝜀𝑖) = 𝜎2(1 − ℎ𝑖𝑖). 于是

𝐸 (𝑅𝑆𝑆) =
𝑛∑︁
𝑖=1

𝜎2(1 − ℎ𝑖𝑖) = 𝜎2{𝑛 − 𝑡𝑟 (𝐻)} = 𝜎2(𝑛 − 𝑝)

因此方差的无偏估计量是:

𝜎̂2 = RSS/(𝑛 − 𝑝) =
𝑛∑︁
𝑖=1

𝜀2
𝑖 /(𝑛 − 𝑝).

注记 (自由度). 上述自由度是𝑛 − 𝑝,它描述了有多少个随机变量可以独立地变化. 自由度 =独立随
机变量的个数-限制的个数. 在回归中, RSS(SSE)为

∑︁
(𝑦𝑖 − 𝑥⊤𝑖 𝛽)2,有𝑛个独立变量(𝑥𝑖, 𝑦𝑖),受𝑝个参数

限制(𝛽).

1.3 Gauss-Markov定理

为什么我们选用最小二乘法?

定理 (BLUE). 在𝛽的所有线性(关于𝑌 )无偏估计中, 最小二乘估计量是唯一的具有最小方差的线性
无偏估计.

注记. 也就是说,若𝛽满足:𝛽 = 𝐴𝑌, ∃𝐴 ∈ R𝑝与𝑌无关;且𝐸 (𝛽) = 𝛽,∀𝛽,则𝑐𝑜𝑣(𝛽) ⪰ 𝑐𝑜𝑣(𝛽𝑜𝑙𝑠).
但是𝐴可以与𝑋有关.

证明. 由于
cov(𝛽) = cov(𝛽 + 𝛽 − 𝛽)

= cov(𝛽) + cov(𝛽 − 𝛽) + cov(𝛽, 𝛽 − 𝛽) + cov(𝛽 − 𝛽, 𝛽).
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于是

cov(𝛽, 𝛽 − 𝛽) = cov
{
𝐴̂𝑌 , (𝐴 − 𝐴̂)𝑌

}
= 𝐴̂cov(𝑌 ) (𝐴 − 𝐴̂)T

= 𝜎2 𝐴̂(𝐴 − 𝐴̂)T

= 𝜎2( 𝐴̂𝐴T − 𝐴̂𝐴̂T)

= 𝜎2 {
(𝑋T𝑋)−1𝑋T𝐴T − (𝑋T𝑋)−1𝑋T𝑋 (𝑋T𝑋)−1}

= 𝜎2 {
(𝑋T𝑋)−1𝐼𝑝 − (𝑋T𝑋)−1} (because 𝐴𝑋 = 𝐼𝑝)

= 0.

从而

𝑐𝑜𝑣(𝛽) − 𝑐𝑜𝑣(𝛽) = 𝑐𝑜𝑣(𝛽 − 𝛽) ⪰ 0

□

注记. 无偏性⇔ 𝐴𝑋 = 𝐼𝑝

𝛽 = 𝐸 (𝛽) = 𝐸 (𝐴𝑌 ) = 𝐴𝐸 (𝑌 ) = 𝐴𝑋𝛽

1.4 推广: 加权最小二乘

加权最小二乘就是一族无偏的估计量, 但方差未必最小, 因此在应用中, 有效性(efficiency)不
及OLS.

𝛽 = (𝑋TΣ−1𝑋)−1𝑋TΣ−1𝑌,

𝐸 (𝛽) = 𝐸
{
(𝑋 iΣ−1𝑋)−1𝑋 iΣ−1𝑌

}
= (𝑋 iΣ−1𝑋)−1𝑋 iΣ−1𝑋𝛽 = 𝛽.

2 Normal Linear Model

在Gauss-Markov model中,我们不加额外的分布假定,就得到了关于参数的均值,方差估计(数字
特征).但是Gauss-Markov模型没有给出𝛽的分布,因此无法进一步推断,这就要求我们进一步假设.

定义 (Normal Linear Model).

𝑌 ∼ N(𝑋𝛽, 𝜎2𝐼𝑛)

⇐⇒ 𝑦𝑖
IND∼ N(𝑥T

𝑖 𝛽, 𝜎
2), (𝑖 = 1, . . . , 𝑛)

或

𝑌 = 𝑋𝛽 + 𝜀 ⇐⇒ 𝑦𝑖 = 𝑥T
𝑖 𝛽 + 𝜀𝑖, (𝑖 = 1, . . . , 𝑛),

其中

𝜀 ∼ N(0, 𝜎2𝐼𝑛)或 𝜀𝑖
IID∼N(0, 𝜎2).

2.1 多元正态分布及一些性质
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特别的,上述的𝐴可以取Σ−1.

2.2 参数估计的联合分布

性质 (联合分布). (
𝛽

𝜀

)
∼ N

{(
𝛽

0

)
,

}
, 𝜎2

(
(𝑋T𝑋)−1 0

0 𝐼𝑛 − 𝐻

)
且有

𝜎̂2/𝜎2 ∼ 𝜒2
𝑛−𝑝/(𝑛 − 𝑝).

从而𝛽 ⫫ 𝜀, 𝛽 ⫫ 𝜎̂2.

证明. (
𝛽

𝜀

)
=

(
(𝑋T𝑋)−1𝑋T𝑌

(𝐼𝑛 − 𝐻)𝑌

)
=

(
(𝑋T𝑋)−1𝑋T

𝐼𝑛 − 𝐻

)
𝑌

cov(𝛽, 𝜀) = (𝑋T𝑋)−1𝑋Tcov(𝑌 ) (𝐼𝑛 − 𝐻)T = 𝜎2(𝑋T𝑋)−1𝑋T(𝐼𝑛 − 𝐻T) = 0

□

2.3 统计推断

2.3.1 标量的形式

对于𝑐𝑇 𝛽推断(特别的,对单参数推断只需要取特别的𝑐),

𝑐T𝛽 ∼ N
{
𝑐T𝛽, 𝜎2𝑐T(𝑋T𝑋)−1𝑐

}
.

但是如果𝜎不知道,我们就不能采用上面的式子,可以类似数理统计使用𝑡统计量.

𝑇𝑐 ≡
𝑐T𝛽 − 𝑐T𝛽√︁

𝜎̂2𝑐T(𝑋T𝑋)−1𝑐
∼ 𝑡𝑛−𝑝

我们经常称
√︁
𝜎̂2𝑐T(𝑋T𝑋)−1𝑐是参数𝑐𝑇 𝛽估计的标准差𝑠𝑒𝑐. 关于置信区间和假设检验,可以类似数理

统计的方法,
pr

{
𝑐T𝛽 − 𝑡1−𝛼/2,𝑛−𝑝 ŝe𝑐 ≤ 𝑐T𝛽 ≤ 𝑐T𝛽 + 𝑡1−𝛼/2,𝑛−𝑝 ŝe𝑐

}
= 1 − 𝛼.

2.3.2 向量的联合置信区间(confidence region)

引理
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2.4 预测点

若有新的数据(𝑥𝑛+1, 𝑦𝑛+1), 我们只观察到𝑥𝑛+1并想基于原有的数据(𝑋,𝑌 )进行预测. 假设数据之
间的关系保持不变,

𝑦𝑛+1 ∼ N(𝑥T
𝑛+1𝛽, 𝜎

2)

且它们有相同的参数(𝛽, 𝜎2).
以下三种情况的点估计是一样的,均是𝑥𝑇𝑛+1𝛽(取𝑐 = 𝑥𝑇𝑛+1即可). 不同的是方差估计(置信区间).

2.4.1 𝑦𝑛+1的均值

置信区间,直接应用数理统计的结论:

𝑥T
𝑛+1𝛽 ± 𝑡1−𝛼/2,𝑛−𝑝 ŝe𝑥𝑛+1
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2.4.2 𝑦𝑛+1

由于

𝑦𝑛+1 ∼ N(𝑥T
𝑛+1𝛽, 𝜎

2)

从而

𝑦𝑛+1 − 𝑥T
𝑛+1𝛽 ∼ N

{
0, 𝜎2 + 𝜎2𝑥T

𝑛+1(𝑋T𝑋)−1𝑥𝑛+1
}

注记. 为加以区分可以采用PPT上的记号.

𝑦𝑛+1 − 𝑥T
𝑛+1𝛽√︃

𝜎̂2 + 𝜎̂2𝑥T
𝑛+1(𝑋T𝑋)−1𝑥𝑛+1

=
𝑦𝑛+1 − 𝑥T

𝑛+1𝛽√︃
𝜎2 + 𝜎2𝑥T

𝑛+1(𝑋T𝑋)−1𝑥𝑛+1

/√︂
𝜎̂2

𝜎2

∼ N(0, 1)√︃
𝜒2
𝑛−𝑝/(𝑛 − 𝑝)

∼ 𝑡𝑛−𝑝

于是它的置信区间是:
𝑥T
𝑛+1𝛽 ± 𝑡1−𝛼/2,𝑛−𝑝p̂e𝑥𝑛+1

其中

p̂e2
𝑥𝑛+1

= 𝜎̂2 + 𝜎̂2𝑥T
𝑛+1(𝑋T𝑋)−1𝑥𝑛+1

= 𝜎̂2
1 + 𝑛−1𝑥T

𝑛+1

(
𝑛−1

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑥𝑖𝑥
T
𝑖

)−1

𝑥𝑛+1


2.4.3 𝑚个𝑦𝑛+1

p̂e2
𝑥𝑛+1

=
𝜎̂2

𝑚
+ 𝜎̂2𝑥T

𝑛+1(𝑋T𝑋)−1𝑥𝑛+1

= 𝜎̂2


1
𝑚

+ 𝑛−1𝑥T
𝑛+1

(
𝑛−1

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑥𝑖𝑥
T
𝑖

)−1

𝑥𝑛+1


3 应用

1 > round(summary(galton.lm)$coef, 3)

2 Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)

3 (Intercept) 22.636 4.265 5.307 0

4 midparentHeight 0.637 0.062 10.345 0

5

6 > round(head(cbind(ci.new, pi.new)), 3)

7 fit lwr upr fit lwr upr

8 1 60.878 59.744 62.012 60.878 54.126 67.630

9 2 61.197 60.122 62.272 61.197 54.454 67.939

10 3 61.515 60.499 62.531 61.515 54.782 68.249

11 4 61.834 60.877 62.791 61.834 55.109 68.559

12 5 62.153 61.254 63.051 62.153 55.436 68.869
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13 6 62.471 61.632 63.311 62.471 55.762 69.180

14

15

16 > lalonde.lm <- lm(re78 ~., data = lalonde) # regression on all covariates

17 > summary(lalonde.lm)

18

19 Call:

20 lm(formula = re78 ~ ., data = lalonde)

21

22 Residuals:

23 Min 1Q Median 3Q Max

24 -9612 -4355 -1572 3054 53119

25

26 Coefficients:

27 Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)

28 (Intercept) 2.567e+02 3.522e+03 0.073 0.94193

29 age 5.357e+01 4.581e+01 1.170 0.24284

30 educ 4.008e+02 2.288e+02 1.751 0.08058 .

31 black -2.037e+03 1.174e+03 -1.736 0.08331 .

32 hisp 4.258e+02 1.565e+03 0.272 0.78562

33 married -1.463e+02 8.823e+02 -0.166 0.86835

34 nodegr -1.518e+01 1.006e+03 -0.015 0.98797

35 re74 1.234e-01 8.784e-02 1.405 0.16079

36 re75 1.974e-02 1.503e-01 0.131 0.89554

37 u74 1.380e+03 1.188e+03 1.162 0.24590

38 u75 -1.071e+03 1.025e+03 -1.045 0.29651

39 treat 1.671e+03 6.411e+02 2.606 0.00948 **

40 ---

41 Signif. codes: 0 ‘’*** 0.001 ‘’** 0.01 ‘’* 0.05 ‘’. 0.1 ‘ ’ 1

42

43 Residual standard error: 6517 on 433 degrees of freedom

44 Multiple R-squared: 0.05822, Adjusted R-squared: 0.0343

45 F-statistic: 2.433 on 11 and 433 DF, p-value: 0.005974

46

47

48 > linearHypothesis(lalonde.lm, c("age=0", "educ=0", "black=0", "hisp=0", "married=0", "nodegr=0",

"re74=0", "re75=0", "u74=0", "u75=0"))

49 Linear hypothesis test

50

51 Hypothesis:

52 age = 0

53 educ = 0

54 black = 0

55 hisp = 0

56 married = 0

57 nodegr = 0

58 re74 = 0

59 re75 = 0

60 u74 = 0

61 u75 = 0

62

63 Model 1: restricted model

64 Model 2: re78 ~ age + educ + black + hisp + married + nodegr + re74 +

65 re75 + u74 + u75 + treat

66
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67 Res.Df RSS Df Sum of Sq F Pr(>F)

68 1 443 1.9178e+10

69 2 433 1.8389e+10 10 788799023 1.8574 0.04929 *

70 ---

71 Signif. codes: 0 ‘’*** 0.001 ‘’** 0.01 ‘’* 0.05 ‘’. 0.1 ‘ ’ 1

Dataset used by Dehejia and Wahba (1999) to evaluate propensity score matching.
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