
回归分析:最小二乘法

学业辅导中心

1 为什么要学习回归分析

研究收入如何受个体教育程度, 行业, 性别等因素影响,要用到“回归分析”,它与计量经济是十
分类似的.
线性回归模型是现代统计学中应用最为广泛的模型之一，它也是其它统计模型研究或应用的

基础。这主要有下列几个原因:

1. 在实际问题中，变量之间的关系常具有线性或近似线性的依赖关系。

2. 在现实世界中，虽然许多变量间的关系是非线性的，但经过适当的变换，将会成为线性关
系。

3. 线性关系是变量之间最简单的关系，容易处理，理论和方法比较完善，这些为实际应用提供
了有效算法。

2 单变量普通最小二乘

2.1 最简单的情况

现在我们有𝑛个数据点(𝑥𝑖, 𝑦𝑖), 𝑖 = 1, · · · , 𝑛. 我们的目标是: 拟合数据(𝑥𝑖, 𝑦̂𝑖 = 𝛼̂+𝛽𝑥𝑖, 𝑖 = 1, · · · , 𝑛)
Gauss给出来一个“最佳”拟合的办法:最小二乘法.

(𝛼̂, 𝛽) = argmin
1
𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

(𝑦𝑖 − 𝛼 − 𝛽𝑥𝑖)2︸             ︷︷             ︸
“𝑚𝑖𝑠 𝑓 𝑖𝑡𝑠′′

在求一阶导后, 
−2
𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

(𝑦𝑖 − 𝛼̂ − 𝛽𝑥𝑖) = 0,

−2
𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑥𝑖 (𝑦𝑖 − 𝛼̂ − 𝛽𝑥𝑖) = 0.
⇒

𝛽 =
𝜎̂𝑥𝑦

𝜎̂2
𝑥

𝛼̂ = 𝑦̄ − 𝛽𝑥

注记. 这里不用PPT中的𝑆𝑆𝑥𝑥 , 𝑆𝑆𝑥𝑦等记号是为了方便记忆,在计量经济中,回归系数被记为

𝛽1 =
cov(𝑌𝑖, 𝑋𝑖)
𝑉 (𝑋𝑖)

.

怎么方便怎么来.
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2.2 过原点回归

𝑦 = 𝛼̂ + 𝛽𝑥 = 𝑦̄ − 𝛽𝑥 + 𝛽𝑥

⇒ 𝑦 − 𝑦̄ = 𝛽(𝑥 − 𝑥)

⇒ 𝑦 − 𝑦̄ =
𝜎̂𝑥𝑦

𝜎̂2
𝑥

(𝑥 − 𝑥) =
𝜌̂𝜎̂𝑥𝜎̂𝑦

𝜎̂2
𝑥

(𝑥 − 𝑥)

⇒ 𝑦 − 𝑦̄

𝜎̂𝑦

= 𝜌̂
𝑥 − 𝑥

𝜎̂𝑥

,

2.3 Galton’s regression

This data set lists the individual observations for 934 children in 205 families on which Galton (1886)
based his cross-tabulation.

The regression effect was first documented by the statistician Francis Galton, who had thought (hoped,
even) that tall fathers would have tall sons.

拟合直线:𝑦 = 22.64 + 0.64𝑥.

1 install.packages("HistData")

2 library(HistData)

3 x <- GaltonFamilies$midparentHeight

4 y <- GaltonFamilies$childHeight

5

6 x.mean <- mean(x)

7 y.mean <- mean(y)

8 x.sd <- sd(x)

9 y.sd <- sd(y)
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10 rho.xy <- cor(x,y)

11

12 beta.hat <- rho.xy * y.sd / x.sd

13 alpha.hat <- y.mean - x.mean * beta.hat

14

15 alpha.hat

16

17 beta.hat

18

19 fit <- lm(y ~ x)

20 summary(fit)

21

22

23 plot(x, y, xlab = "mid parent height", ylab = "children height", pch = 21, bg = "grey", col = "

grey")

24 abline(fit)

25 points(x.mean, y.mean, pch = 16)

3 多变量普通最小二乘

3.1 求导解系数

𝑌 =

©­­­­­­«
𝑦1

𝑦2
...

𝑦𝑛

ª®®®®®®¬
𝑋 =

©­­­­­­«
𝑥11 𝑥12 · · · 𝑥1𝑝

𝑥21 𝑥22 · · · 𝑥2𝑝
...

...
...

𝑥𝑛1 𝑥𝑛2 · · · 𝑥𝑛𝑝

ª®®®®®®¬
=

©­­­­­­«
𝑥T

1

𝑥T
2
...

𝑥T
𝑛

ª®®®®®®¬
= (𝑋1, . . . , 𝑋𝑝)

目标: 找最佳线性拟合.

𝛽 = arg min
𝑏

𝑛−1
𝑛∑︁
𝑖=1

(𝑦𝑖 − 𝑥⊤𝑖 𝑏)2 = arg min
𝑏

𝑛−1∥𝑌 − 𝑋𝑏∥2

这里𝛽是最小二乘系数, 𝑦̂𝑖是拟合值, 𝜖𝑖 = 𝑦𝑖 − 𝑦̂𝑖是残差.

注记 (常用向量求导法则). 假设 𝑿 为 𝑛 × 𝑚矩阵, 𝑦 = 𝑓 (𝑿) 为 𝑿 的一个实值函数,矩阵

𝜕𝑦

𝜕𝑿
=



𝜕𝑦

𝜕𝑥11

𝜕𝑦

𝜕𝑥12
· · · 𝜕𝑦

𝜕𝑥1𝑚
𝜕𝑦

𝜕𝑥21

𝜕𝑦

𝜕𝑥22
· · · 𝜕𝑦

𝜕𝑥2𝑚
· · · · · · · · · · · ·
𝜕𝑦

𝜕𝑥𝑛1

𝜕𝑦

𝜕𝑥𝑛2
· · · 𝜕𝑦

𝜕𝑥𝑛𝑚


称为 𝑦对 𝑿 的微商.
特别的,

1. 设 𝑎, 𝑥均为𝑛 × 1向量, 𝑦 = 𝑎⊤𝑥,则
𝜕𝑦

𝜕𝑥
= 𝑎.

2. 设 𝐴𝑛×𝑛对称.𝑥𝑛×1,y = 𝑥⊤𝐴𝑥 ,则
𝜕𝑦

𝜕𝑥
= 2𝐴𝑥.
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证明如下.

𝜕𝑎T𝑥

𝜕𝑥
=

©­­­­­­«

𝜕𝑎T𝑥

𝜕𝑥1
...

𝜕𝑎T𝑥

𝜕𝑥𝑝

ª®®®®®®¬
=

©­­­­­­­«

𝜕
∑𝑝

𝑗=1 𝑎 𝑗𝑥 𝑗

𝜕𝑥1
...

𝜕
∑𝑝

𝑗=1 𝑎 𝑗𝑥 𝑗

𝜕𝑥𝑝

ª®®®®®®®¬
=

©­­­«
𝑎1
...

𝑎𝑝

ª®®®¬ = 𝑎

𝜕𝑥T𝐴𝑥

𝜕𝑥
=

©­­­­­­«

𝜕𝑥T𝐴𝑥

𝜕𝑥1
...

𝜕𝑥T𝐴𝑥

𝜕𝑥𝑝

ª®®®®®®¬
=

©­­­­­­­«

𝜕
∑𝑝

𝑖=1
∑𝑝

𝑗=1 𝑎𝑖 𝑗𝑥𝑖𝑥 𝑗

𝜕𝑥1
...

𝜕
∑𝑝

𝑖=1
∑𝑝

𝑗=1 𝑎𝑖 𝑗𝑥𝑖𝑥 𝑗

𝜕𝑥𝑝

ª®®®®®®®¬
=

©­­­«
2𝑎11𝑥1 + · · · + 2𝑎1𝑝𝑥𝑝

...

2𝑎𝑝1𝑥1 + · · · + 2𝑎𝑝𝑝𝑥𝑝

ª®®®¬ = 2𝐴𝑥.

因此对𝑏求一阶导,对于多元场合,一阶条件就是:

−2
𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑥𝑖 (𝑦𝑖 − 𝑥T
𝑖 𝛽) = 0.

于是
𝑛∑︁
𝑖=1

𝑥𝑖 (𝑦𝑖 − 𝑥T
𝑖 𝛽) = 0 ⇐⇒ 𝑋T(𝑌 − 𝑋𝛽) = 0.

即

𝛽 =

(
𝑛∑︁
𝑖=1

𝑥𝑖𝑥
T
𝑖

)−1 (
𝑛∑︁
𝑖=1

𝑥𝑖𝑦𝑖

)
= (𝑋T𝑋)−1𝑋T𝑌

这里我们有必要要求𝑋⊤𝑋是可逆的.

3.2 最小二乘的几何意义
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从图中我们可以看到: 残差和协变量是正交的,这是因为:

𝑋T
1 𝜀 = 0, . . . , 𝑋T

𝑝𝜀 = 0,

⇐⇒ 𝑋T𝜀 =

©­­­«
𝑋T

1 𝜀

...

𝑋T
𝑝𝜀

ª®®®¬ = 0,

⇐⇒ 𝑋T(𝑌 − 𝑋𝛽) = 0,

大多数情况下, 𝑋包含1向量,因此

1⊤
𝑛𝜀 = 0 ⇒ 𝑛−1

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜀𝑖 = 0

3.3 矩阵的列空间

3.4 最小二乘法的另一种证明: 加一项减一项

后续在统计计算中还会推广到不可逆的情况.
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3.5 帽子矩阵

𝐻𝑌 = 𝑌 = arg min
𝑣∈C(𝑋)

∥𝑌 − 𝑣∥2,其中𝐻 = 𝑋 (𝑋T𝑋)−1𝑋T.

它是对称幂等的:

𝐻2 = 𝑋 (𝑋T𝑋)−1𝑋T𝑋 (𝑋T𝑋)−1𝑋T = 𝑋 (𝑋T𝑋)−1𝑋T = 𝐻,

𝐻T =
{
𝑋 (𝑋T𝑋)−1𝑋T}T

= 𝑋 (𝑋T𝑋)−1𝑋T = 𝐻.

根据高等代数知识我们知道,它的特征值只能是0或1. 再由于

trace(𝐻) = trace
{
𝑋 (𝑋T𝑋)−1𝑋T}

= trace
{
(𝑋T𝑋)−1𝑋T𝑋

}
= trace(𝐼𝑝) = 𝑝.

因此, 𝐻一定可以正交对角化为𝐻 = 𝑃diag {1, . . . , 1, 0, . . . , 0} 𝑃T. 且

𝐻𝑣 = 𝑣 ⇐⇒ 𝑣 ∈ C(𝑋);

𝐻𝑤 = 0 ⇐⇒ 𝑤 ⊥ C(𝑋).

帽子矩阵告诉我们:

1. 𝑦̂𝑖是所有观测𝑦𝑖的线性组合:

𝑦̂𝑖 =

𝑛∑︁
𝑗=1

ℎ𝑖 𝑗 𝑦 𝑗 = ℎ𝑖𝑖𝑦𝑖 +
∑︁
𝑗≠𝑖

ℎ𝑖 𝑗 𝑦 𝑗 .

2. 当𝑋有截距项时,

𝐻1𝑛 = 1𝑛 =⇒
𝑛∑︁
𝑗=1

ℎ𝑖 𝑗 = 1 (𝑖 = 1, . . . , 𝑛).

例 1. 在处理-对照试验中,有𝑚个处理个体和𝑛个对照个体,则设计矩阵,帽子矩阵分别为

𝑋 =

(
1𝑚 1𝑚

1𝑛 0𝑛

)
𝐻 = diag{𝑚−11𝑚1r

𝑚, 𝑛
−11𝑛1r

𝑛}.

3.6 回顾最小二乘的几何意义和正交分解

𝑌 = 𝑌 + 𝜀,

𝑌 = 𝑋𝛽 = 𝐻𝑌

𝑌 − 𝑌 = (𝐼𝑛 − 𝐻)𝑌 .

在PPT中指出, 𝐻, 𝐼 − 𝐻都是投影矩阵,且𝐻 (𝐼𝑛 − 𝐻) = (𝐼𝑛 − 𝐻)𝐻 = 0.因此,

𝑌T𝜀 = 𝑌T𝐻T(𝐼𝑛 − 𝐻)𝑌 = 𝑌T𝐻 (𝐼𝑛 − 𝐻)𝑌 = 0.
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