
概率论:Week 7

学业辅导中心

1 概率论发展简史

不少材料中都有很详细的介绍1.这里只简单介绍.
概率论作为一门学科起源于 17世纪中期. 1654年，一个名叫 A.G.C. de Méré的法国贵族对赌

博以及赌博中的问题很感兴趣，但他对一些问题感到很困惑，为解决自己的困惑，他向著名数学

家 B. Pascal (1623—1662)求助. 为解答 de Méré提出的问题，Pascal与另外一位法国著名数学家 P.
Fermat (1601—1655)通信进行了讨论. 1655年，荷兰科学家 C. Huygens (1629—1695)首次访问巴
黎，期间他学习了 Pascal与 Fermat关于概率论的工作. 1657年，当他回到荷兰后，写了一本小册
子，名叫《De Ratiociniis in Ludo Aleae》(可译为《关于机会游戏的计算》),这是关于概率论的第
一本书.

图 1: A.G.C. de Méré

图 2: B. Pascal
图 3: P. Fermat 图 4: C. Huygens

概率论在 18 世纪得到了快速发展，这个期间的主要贡献者是 J. Bernolli (1654—1705) 与 A.
de Moivre (1667—1754).Bernoulli在概率论领域的代表作是《Ars Conjectandi》(可译为《猜测的艺
术》)，发表于 1713 年，即他逝世后的第八年. 在此书中他严格地证明了概率论的第一个极限定
理. De Moivre开创了概率论的现代方法：1718年发表了《The Doctrine of Chance》. 在此书中统计
独立性的定义首次出现.1730年 de Moivre的另外一本专著《Miscellanea Analytica Supplementum》
(可译为《解析方法》) 正式出版. 其中，关于对称 Bernoulli 试验的中心极限定理首次提出并得到
证明.

1我参考了http://www.tup.tsinghua.edu.cn/upload/books/yz/058550-01.pdf
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图 5: J.Bernolli
图 6: A. de Moivre

19世纪，Pierre-Simon Laplace在他 1812年的著作 Theorie Analytique des Probabilities中介绍了
概率的数学理论及其科学应用. 同时期的主要贡献者是S. D. Poisson (1781—1840), C. F. Gauss (1777
—1855), P. L. Chebyshev (1821—1894)等.这个时期的研究主要围绕极限定理展开.

图 7: P.S.M. Laplace
图 8: S. D. Poisson 图 9: C. F. Gauss 图 10: P. L. Chebyshev

20世纪可称为概率论发展的现代时期，本时期开始于概率论的公理化. 在这个方向上的早期
贡献者有 S. N. Berstein (1880—1968), R. von Mises (1883— 1953)与 E. Borel (1871—1956). 1933年，
俄罗斯著名数学家 A. N. Kolmogorov 出版了他的专著《Foundations of the Theory of Probability》.
其中，他为概率论建立了目前广泛采纳的公理化体系.



2 样本空间与事件 3

图 11: E. Borel
图 12: A. N. Kolmogorov

2 样本空间与事件

定义 (事件). 对于随机现象通常关心的是在试试试验验验或或或观观观察察察中中中某个结结结果果果是否出现, 这些结果称为随随随机机机
事事事件件件,简称事事事件件件(event).

以后我们一般都用 A,B, C等大写英文字母表示随机事件.
为什么研究概率论? 随机现象有其偶然性的一面,也有其必然性的一面.这种必然性表现为大

量试验中随机事件出现的频率的稳定性,即一个随机事件出现的频率常在某个固定的常数附近摆
动,这种规律性我们称之为统计规律性. 频率的稳定性说明随机事件发生的可能性大小是随机事件
本身固有的、不随人们意志而改变的一种客观属性,因此可以对它进行度量.

定义 (随机试验). 随机现象的实现和对它某个特征的观测.

3 概率空间

接下来我们的目标是:如何用数学的语言, 严格说明“发生某个随机事件的概率是多少”这件事
情.

3.1 概率论背景

定义 (样本空间). 样本空间(Sample Space): 随机试验中所有基本事件所构成的集合,通常用 Ω或 S
表示. 样本空间中的元素,称为样本点,通常用 𝜔等表示.
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• 掷一枚骰子,观察出现的点数. 则Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6}.

• 考察某一地区的年降雨量,则Ω = {x|0≤ x < T},这里 T表示某个常数,表示降雨量不会超过 T.

定义 (随机事件). 简称事件 (Event), 在随机试验中我们所关心的可能出现的各种结果,它由一个或
若干个基本事件组成.

• 必然事件 (Ω):在试验中一定会发生的事件;

• 不可能事件 (𝜙): 在试验中不可能发生的事件;

• 因此,我们不严格的说样本空间的子集称为随机事件.

至此,我们知道(描述)了随机性的来源:随机性来源于样本空间中的抽样.

3.2 集合的运算

关于事件的运算,我们知道,并:⋃
𝜄∈𝑇

𝐴 𝜄

def
= {𝑥 : ∃𝜄 ∈ 𝑇使𝑥 ∈ 𝐴 𝜄}

交: ⋂
𝑖∈𝑇

𝐴𝑖

def
= {𝑥 : 𝑥 ∈ 𝐴𝑖,∀𝑡 ∈ 𝑇}

德摩根法则: {⋃
𝜄∈𝑇

𝐴 𝜄

}𝑐

=
⋂
𝜄∈𝑇

𝐴𝑐
𝜄 ;

{⋂
𝜄∈𝑇

𝐴 𝜄

}𝑐

=
⋃
𝜄∈𝑇

𝐴𝑐
𝜄 .

单调集列的极限:若𝐴𝑛 ↑,则它的极限可以被定义为

lim
𝑛→∞

𝐴𝑛

def
=

∞⋃
𝑛=1

𝐴𝑛

同理,若𝐴𝑛 ↓,则它的极限可以被定义为

lim
𝑛→∞

𝐴𝑛

def
=

∞⋂
𝑛=1

𝐴𝑛

因此,可以定义一般集合的上,下极限

lim
𝜋→∞

inf 𝐴𝜋

def
=

∞⋃
𝑛=1

∞⋂
𝑘=𝑛

𝐴𝑘 和 lim
𝑛→∞

sup 𝐴𝑛

def
=

∞⋂
𝑛=1

∞⋃
𝑘=𝑛

𝐴𝑘 .

当上极限等于下极限时就是集合的极限.
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3.3 测度和𝜎代数

现在我们的问题是: 如何刻画这些事件(“集合”)的概率(“大小”).
为此,我们需要构造一个集函数/set function(“测度”)来度量这些集合.

定义 (测度). 给定空间Ω上的集合系F . 定义在F上, 取值于[0, +∞]的函数被称为非非非负负负集集集函函函数数数, 用

字母𝜇, 𝜈, 𝜏, · · ·等记之.若对任意可列个两两不交代集合𝐴1, 𝐴2, · · · ∈ E ,当
∞⋃
𝑖=1

𝐴𝑛 ∈ E时,成立

𝜇

{ ∞⋃
𝑛=1

𝐴𝑛

}
=

∞∑︁
𝑛=1

𝜇(𝐴𝑛),

则称𝜇有可可可列列列可可可加加加性性性.
设𝜙 ∈ E . 若E上的非负集函数𝜇有可列可加性,满足𝜇(𝜙) = 0,则称𝜇是E上的测度.

注记.

对于这样的集函数, 有必要设定它的定义域使得这个函数是良定的. 这自然要求我们引入𝜎代

数(𝜎-algebra).

定义 (𝜎代数). 称满足下列三个条件的集合系F为𝜎代数:

(i)Ω ∈ F ;

(ii)若𝐴 ∈ F , 则𝐴 ∈ F ;

(iii)若𝐴𝑛 ∈ F , 𝑛 = 1, 2, · · · , 则
∞⋃
𝑠=1

𝐴𝑛 ∈ F .

注记. 有两个特殊的𝜎代数: 幂集(包含集合最多), {𝜙,Ω}(包含集合最少).

注记. 𝜎代数中,代数指的是1,2两条(还要补一个关于交封闭), 𝜎指的是第3条.

定义 (可测空间). 非空集合Ω和它上面的𝜎代数F放在一起写成的(Ω,F )将被称为可测空间.

这时再看书上关于概率的定义,就是一种特殊的测度:

定义 (概率). 定义在事件域F上的一个集合函数 𝑃称为概率,如果它满足如下三个要求:

1. 𝑃(𝐴) ⩾ 0,对一切𝐴 ∈ F ;

2. 𝑃(Ω) = 1;

3. 若𝐴𝑖 ∈ F , 𝑖 = 1, 2, · · ·且两两互不相容,则

𝑃(
∞∑︁
𝑖=1

𝐴𝑖) =

∞∑︁
𝑖=1

𝑃(𝐴𝑖)

注记. 𝜎代数还保证了可以进行测度扩张2.
2程士宏, P38
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3.4 可测空间(R,B(R))

我们先考虑一个特殊的全空间: R.

定义 (由...生成的𝜎代数(sigma-algebra generated by...)). 称F是由集合系A生成的𝜎代数,若

1. A ⊂ F ;

2. 任意包含A的𝜎代数也包含F .

记F为𝜎(A ).

定义 (一维Borel点集). B(R) = 𝜎((𝑎, 𝑏]).

注记.
B(R) = 𝜎( [𝑎, 𝑏))

= 𝜎((𝑎, 𝑏))

= 𝜎( [𝑎, 𝑏])

= 𝜎((−∞, 𝑎))

= 𝜎((−∞, 𝑎])

= ...

上述可测空间在我们定义分布函数和理解随机变量时至关重要.

3.5 概率的性质

1. 不可能事件的概率为 0,即 𝑃(𝜙) = 0.

2. 概率具有有限可加性.即若 𝐴𝑖𝐴 𝑗 = ∅(𝑖 ≠ 𝑗) ,则

𝑃(𝐴1 + 𝐴2 + · · · + 𝐴𝑛) = 𝑃(𝐴1 ) + 𝑃(𝐴2 ) + · · · + 𝑃(𝐴𝑛 )

3. 对任何事件 𝐴有𝑃( 𝐴̄) = 1 − 𝑃(𝐴).

4. 如果 𝐴 ⊃ 𝐵,则𝑃(𝐴 − 𝐵) = 𝑃(𝐴) − 𝑃(𝐵).

5. (单调性)如果 𝐴 ⊃ 𝐵,则 𝑃(𝐴) ⩾ 𝑃(𝐵).

6. 𝑃(𝐴 ∪ 𝐵) = 𝑃(𝐴) + 𝑃(𝐵) − 𝑃(𝐴𝐵).

7. ( Bonferroni不等式)
𝑃( 𝐴𝐵 ) ⩾ 𝑃( 𝐴 ) + 𝑃( 𝐵 ) − 1 ( 1.5.8 )

利用归纳法不难把这两个不等式推广到𝑛个事件的场合.

𝑃(𝐴1 ∪ 𝐴2 ∪ · · · ∪ 𝐴𝑛) ⩽ 𝑃(𝐴1 ) + 𝑃(𝐴2 ) + · · · + 𝑃(𝐴𝑛)

𝑃(𝐴1𝐴2 · · · 𝐴𝑛) ⩾ 𝑃(𝐴𝑖) + 𝑃(𝐴2) + · · · + 𝑃(𝐴𝑛) − ( 𝑛 − 1 )
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8. (一般加法公式)若𝐴1, 𝐴2, · · · , 𝐴𝑛为𝑛个事件,则

𝑃(𝐴1 ∪ 𝐴2 ∪ · · · ∪ 𝐴𝑛) =
∑︁

𝑖=1, · · · ,𝑛
𝑃(𝐴𝑖) −

∑︁
𝑖< 𝑗

𝑖, 𝑗=1, · · · ,𝑛

𝑃(𝐴𝑖𝐴 𝑗)

+
∑︁
𝑖< 𝑗<𝑘

𝑖, 𝑗 ,𝑘=1, · · · ,𝑛

𝑃( 𝐴𝑖𝐴 𝑗𝐴𝑘 ) − · · · + ( − 1 )𝑛−1𝑃( 𝐴1𝐴2 · · · 𝐴𝑛 )

定义 (集合的上下连续性). 如果对任意 𝐴1, 𝐴2, · · · ∈ E , 𝐴𝑛 ↑ 𝐴 ∈ E ,均有

𝜇(𝐴) = lim
𝑛→∞

𝜇 (𝐴𝑛) ,

则称 𝜇是下下下连连连续续续的;
如果对任意 𝐴1, 𝐴2, · · · ∈ E , 𝐴𝑛 ↓ 𝐴 ∈ E 且 𝜇 (𝐴1) < ∞,

𝜇(𝐴) = lim
𝑛→∞

𝜇 (𝐴𝑛) ,

则称 𝜇是上上上连连连续续续的.

性质. 可列可加 =有限可加 +下连续

注记. 概率是下连续的,也是上连续的.且有

𝑃

(
∞⋃
𝑖=1

𝐴𝑖

)
⩽

∞∑︁
𝑖=1

𝑃(𝐴𝑖).

3.6 概率空间的例子

例 1 (离散概率空间). 设𝑋 = {𝑥𝑖}∞𝑖=1, F = 2𝑋. 若每个𝑥𝑖对应一个非负实数𝑎𝑖,则

𝜇(𝐴) =
∑︁
𝑎𝑖∈𝐴

𝑎𝑖, ∀𝐴 ∈ F

是F上的测度,特别的,若
∑︁
𝑎𝑖∈𝑋

𝑎𝑖 = 1,则𝜇就是一个概率测度, (𝑋,F , 𝜇)形成一个概率空间.

例 2 (古典概型). 设𝑋是一个有限集, F = 2𝑋,定义

𝑃(𝐴) = #(𝐴)
#(𝑋) , ∀𝐴 ∈ F ,

则(𝑋,F , 𝑃)形成一个概率空间,这就是古典概型.

例 3 (几何概型). 考虑(R𝑛,B(R𝑛), 𝜇)是一个测度空间,设Ω ⊂ R𝑛,且有0 < 𝜇(Ω) < +∞,对𝐴 ∈ B(R𝑛),
称

𝑃(𝐴) = 𝜇(𝐴)
𝜇(Ω)

为事件 A的几何概率。这里等可能性体现“落在区域 A的概率与区域 A的测度成正比并且与其形
状位置无关”.
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4 概率空间的应用

4.1 公理化的应用: 解决Bertrand悖论

分别对应了不同的概率空间(Ω𝑖,F𝑖, 𝑃𝑖), 𝑖 = 1, 2, 3.

图 13: 三种情况

4.2 Buffon’s needle与积分的Monte Carlo方法

桌面上画满间隔均为 𝑎的平行线，现向桌面任意投放一长为 𝑙 (𝑙 < 𝑎) 的针，求事件 𝐸 ={针与
某直线相交}的概率。

Monte Carlo优点:

1. 误差与维数无关,不存在“维数灾难”;

2. 适用于复杂函数积分.



4 概率空间的应用 9



4 概率空间的应用 10

4.3 会面问题

𝑝 =
602 − 402

602 =
5
9

4.4 匹配问题

某人写好n 封信，又写好n 只信封然后在黑暗中把每封信放入一只信封中,试求至少有一封信
放对的概率.

解答. 若以𝐴𝑖记第𝑖 封信与信封符合,则所求事件为𝐴,∪𝐴2 ∪ · · · ∪ 𝐴𝑛,所以可以用–般加法公式,不难
求得

𝑃( 𝐴𝑖 ) =
( 𝑛 − 1 )!

𝑛 !
=

1
𝑛

𝑃(𝐴𝑖𝐴 𝑗) =
(𝑛 − 2)!

𝑛!
=

1
𝑛 (𝑛 − 1)

𝑃(𝐴𝑖𝐴 𝑗𝐴𝑘) =
1

𝑛(𝑛 − 1) (𝑛 − 2) , · · · , 𝑃(𝐴1𝐴2 · · · 𝐴𝑛) =
1
𝑛!

因此,
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4.5 最大车牌号

5 排列组合

5.1 基本公式

排列数: 𝐴𝑟
𝑛 =

𝑛!
(𝑛 − 𝑟)! .

组合数(二项系数):

(
𝑛

𝑟

)
=

𝐴𝑟
𝑛

𝑟!
=
𝑛(𝑛 − 1) · · · (𝑛 − 𝑟 + 1)

𝑟!
=

𝑛!
𝑟!(𝑛 − 𝑟)!

多项系数:
𝑛!

𝑟1!𝑟2! · · · 𝑟𝑘!
(分法)

多类取法:

(
𝑛1

𝑟1

) (
𝑛2

𝑟2

)
· · ·

(
𝑛𝑘

𝑟𝑘

)
.
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有放回抽𝑟个(重复组合数):
(
𝑛 − 𝑟 + 1

𝑟

)
注记. 设n个元素分别为𝑎1, 𝑎2, · · · , 𝑎𝑛，被抽出的次数分别为𝑥1, 𝑥2, · · · , 𝑥𝑛 (𝑥𝑖 ≥ 0)，则𝑥1 + 𝑥2 + · · · +
𝑥𝑛 = 𝑟，令𝑦𝑖 = 𝑥𝑖 + 1则𝑦1 + 𝑦2 + · · · + 𝑦𝑛 = 𝑛 + 𝑟, 𝑦𝑖为正整数；

这相当于𝑛 + 𝑟个球,插𝑛 − 1块板,由于只有n +r-1个空隙,插法共有
(
𝑛 − 𝑟 + 1
𝑛 − 1

)
=

(
𝑛 − 𝑟 + 1

𝑟

)
.

Stirling’s Formula: 𝑛! ∼
√

2𝜋𝑛
(𝑛
𝑒

)𝑛
.

5.2 组合数公式

1.

(
𝑛

𝑘

)
=

(
𝑛

𝑛 − 𝑘

)
2. 当𝑘 > 𝑛时,

(
𝑛

𝑘

)
= 0

3.
(
𝑎

0

) (
𝑏

𝑛

)
+

(
𝑎

1

) (
𝑏

𝑛 − 1

)
+ · · · +

(
𝑎

𝑛

) (
𝑏

0

)
=

(
𝑎 + 𝑏

𝑛

)
4. 一般情况的二项式系数:

(
𝑥

𝑟

)
=

𝐴𝑟
𝑥

𝑟!
=
𝑥 (𝑥 − 1)

𝑟!
(𝑥 − 2) · · · (𝑥 − 𝑟 + 1)

𝑟!

5.

(
−𝑎
𝑘

)
=

(
−1

) 𝑘 (
𝑎 + 𝑘 − 1

𝑘

)
5.3 生日问题
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5.4 抽签与顺序无关
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5.5 不放回抽样与超几何分布
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